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RCsumC. Les espaces B noyau reproduisant dont le noyau est de la forme (3) n’ont pas une 
g&nCralisation immkdiate au cas de plusieurs variables. Nous proposons une definition 
dans le cas de deux variables et esquissons la thkorie correspondante. 0 AcadCmie 
des Sciences/Elsevier, Paris 
Ifilbert spaces contractively included in the Hardy space 
of the bidisk 
Abstract. Reproducing kernel Hilbert space whose reproducing kernels are of the form (3) do 
not have an immediate generalization to the case of several variables. We propose 
a definition in the case of two variables and outline the corresponding theory. 
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Abridged Engiish Version 
Let B be a Hilbert space, and let Hz(G) be the Hardy space of S-valued functions g(x) = cr gnzn, 
2 E D, with gn E B and nom llgll~,(G) = Cy llgnll& 7% e s p ace Hz(G) has reproducing kernel 
a. A reproducing kernel Hilbert space M of analytic G-valued functions on D is contractively 
included in Hz(G), invariant under the backward shift I?“f(z) = f(z)~f(o), and satisfies the 
inequality (2) if and only if its reproducing kernel is of the form (3), where S is analytic in 
the open unit disk D and has values which are contractive operators from a Hilbert space F into 
Note pr&entCe par Jean-Pierre KAHANE. 
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G. These spaces were introduced by de Branges and Rovnyak [4]. They play an important role in 
operator theory; in particular, they provide the state space for a coisometric realization of S (see 
(4)). They will be denoted by the symbol IFI in the sequel. ‘H(S) spaces admit various extensions 
to such different settings as function theory on a Riemann surface, the theory of upper-triangular 
operators and the theory of functions in indefinite inner product spaces (see [6], [4], [5], [2]). 
We are interested in the passage from one variable to two and more. It is far from being trivial and 
has been considered by different authors (see e.g. [l], [8]). We present in this Note a new approach 
to the case of two variables. Following Sarason’s definition in one variable [13], we introduce: 
DEFINITION 1. - A sub-Hardy Hilbert space of the bidisk is a Hilbert space contractively included 
in the Hardy space of the bidisk 
which is invariant under the a-variable analogue Rf) of the operator Ro defined by (6), and satisfies 
the inequality (7) (which is one of the 2-variable analogues of (2)). 
Note that (6) is one of the a-variable analogues of (2). To obtain a more symmetric definition in 
z1 and z2, one could also ask that the space be invariant under RF) defined by (6) and satisfies (8). 
This is done in the work on which this Note is based. The present definition is given to ease and 
shorten the presentation. 
This family of spaces contains the class of reproducing kernel spaces with reproducing kernel: 
I- q~lr~2)qw>~2)* 
(1 - Zlw;)(l- Z&J;) ’ (1) 
where S : D2 --f L(F, G) is contractive and analytic (a Schur function of the bidisk). The main 
point here is that the inclusion is strict; there are new types of spaces that have to be considered: 
see Example 2 in the French part. The case of finite-dimensional spaces is of much importance and 
has applications in invariant subspace theory. 
1. Le cas d’une variable 
Soit M un espace de Hilbert a noyau reproduisant de fonctions analytiques de D dans G (ou 89 
designe le disque et B un espace de Hilbert). L’espace M est inclus contractivement dans l’espace 
de Hardy H2(4) (cet espace ainsi que les notations non expliquees dans la partie franGaise de 
cette Note sont definis dans la partie anglaise), invariant par l’optrateur de dtplacement a gauche 
&f(z) = Ltz+Lm et satisfait l’inegalite 
IIRofll~ 5 llflki - lif(O)ll; 
si et seulement si son noyau reproduisant est de la forme : 
IG - s(z)s(w)* 
1- zw* ’ 
(2) 
(3) 
ou S est une fonction de Schur (c’est-a-dire analytique et contractive dans D), a valeurs dans L(3, G), 
ou 3 est un espace de Hilbert (voir [4], Theorem 3.1.2, p. 85, pour un &once et une preuve dans 
1366 
Espaces de Hilbert in&s contractivement dans I’espace de Hardy du bi-disque 
le cadre des espaces de Pontryagin). Les espaces ‘H(S) associes aux fonctions (3) jouent un role 
important en theotie de l’interpolation et des modbles d’operateurs. En particulier, ils sont espaces 
d’etat d’une realisation co-isometrique de S : 
S(z) = D + A’(1 - zA)-%I, (4) 
oti A = Ra, D = S(O), C est l’operateur d’kvaluation a 0 et B : F --) X(S) est l’operateur defini par 
(Bf)(z) = (RaSf)(z), et la matrice d’operateurs g : 
( > 
definit une co-isombtrie de 3-I(S) @ F 
clans X(S) @ 4 ( voir [9]). Rappelons aussi la caracterisation suivante, due a de Branges et Rovnyak 
et pour une demonstration de laquelle nous renvoyons a AndB [7] : 
(5) 
et le supremum est le cart-15 de la norme dans X(S) . 
2. Le cas de deux variables 
Lorsque l’on remplace le disque par le bi-disque D2, il y a deux operateurs de deplacement 9 
gauche, a savoir : 
R3+1,~2) = 
f(h, 22) - f(O, z2) et Rf)f(zi, z2) = f(R, 22) - f(a, 0) (6) 
21 z2 
L’objet de cette Note est d’etudier les espaces a noyau reproduisant M contractivement inclus 
dans l’espace de Hardy du bi-disque Hz(D2, 6), invariants par les operateurs (6) et satisfaisant les 
inegalitts correspondantes a (2), a savoir : 
II~r’fllL I IlfllK - Ilfhw Hz(G) (7) 
et 
II~F’fllh 5 IlfllLl - Ilf(O 3’2 Hz(G)* Ml2 (8) 
Les espaces a noyau reproduisant dont le noyau reproduisant est de la forme (1) ont ces propriCtCs. 
Contrairement au cas d’une variable, il y a d’autres espaces avec ces m&mes proprietes. 
Exemple 2. - Soient al, a2 E D. Le sous-espace M de dimension 1 de Hz(D2) engendre par 
la fonction 
fh, z2) = (1 - Zln;;(l - z&) 
est invariant par les op&ateurs (6). 11 satisfait (7) et (8) (avec Cgalite). 11 n’existe pas de fonctions de 
Schur (meme a valeurs operateurs) tel que le noyau reproduisant de M soit de la forme (1). 
3. Caractkisation des sous-espaces de Hardy du bi-disque 
Rappelons les notations utilisees dans [3] pour ttudier l’interpolation dans l’espace de Hardy du 
bi-disque. Soit G(zr, ~2) = C& Gij i 2 zz zj E H2(D2, 9), et soit g;(zz) = CT==, Gijzi. La fonction 
(9) 
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appartient B Hz(D, &(8)) et satisfait : 
G(.a, 4 = E(zl)g(a) (10) 
avec E : D -+ L(&(G),Q dCfini par : 
E(z) = (I~,&,Z21&. . .). (11) 
De Plus, llGlhb(WG, = ~bh(W,(G))~ 
THI?ORI?ME 3. - Soit 6 un espace de Hilbert et soit M un espace de Hilbert de fonctions analytiques 
dans D2 et a valeurs dans &7. Supposons M contractivement in&s dans H2(D2, G), invariant sous 
i’action de l’ope’rateur Rt’ et tel que l’inegalite’ (8) ait lieu. Le noyau reproduisant de M est alors 
de la forme : 
KM(Zl,Z2,WlrW2) = E(zl) 
I - s2(z2)s2(w2)* 
1 - .z,w; 
-qwl)* (12) 
sur .!?p(G) (c’est-a-dire, S2 est une fonction de Schur a valeurs ope’rateurs de e,(G) dans lui-me^me). 
Reciproquement, un espace a noyau reproduisant dont le noyau reproduisant est de la forme (12) est 
inclus contractivement dans H2(D2, S), invariant par Rf) et satisfait l’inegalite’ (8). 
Soit, comme dans (lo), G(zl! ~2) = E(q)g(z2) E H2(D2, 6), avec g E H2(D,f!2(&T)). La formule 
wq~l)S(Z2) = E(z1)S2(zz)g(zz) (13) 
dtfinit un opkrateur born6 de H2(D2, &(G)) d ans lui-meme. Cela nous permet d’obtenir la 
caracthisation suivante de l’espace M. Dans la preuve, nous utilisons des rCsultats de And6 [7]. 
PROPOSITION 4. - L’espace M de noyau reproduisant (12) est l’image d’operateur 
ran (I - !32S2*)+ (14) 
avec la norme de l’image. De maniere e’quivalente, 
M = {G E Ha(D”,B) 1 SUPU~Hz(D”,$ IIG + szull ( (13 
et la norme de G E M est le supremum dans (1.5). 
Bien stir, (15) est l’analogue de (5). 
Dans les rksultats p&&dents nous avons consid& l’optrateur RI-2). Le rhultat suivant considi3e 
le cas oti l’on suppose de plus l’invariance de M par Rc). 
THCORWE 5. - Avec les notations et les hypotheses du the’oreme 3, soit T l’ope’rateur de d&placement 
sur &(G) dejini par la matrice 
i 
0 Io 0 0 ... 
T= 0 0 Ia 0 ... . (16) 
0 0 1 
L’espace M est Rt’-’ znvariant si et seulement si la fonction z H T(f(z)) E X(S2) pour tout 
f E X(S2). 
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4. La Aalisation co-isomktrique 
L’equation (4) est don&e dans le theoreme suivant : 
THCOREME 6. - Soient M et S, comme dans le thkort?me 3. Soient AZ: Bat Cz et D2 les ope’rateurs 
d&inissant la rkalisation co-isome’trique dans ‘FL(&). Soient, pour tout choix de u E Ha(G) et c E .F, 
les ope’rateurs Aa, Ba, Cz et Da d&finis par : 
A2E(zl)u(z2) = E(zl)(A2~)(~2), (17) 
B&(zr)[ = E(z1)(B21)(~2)! (18) 
C2E(z1)‘lL(z2) = E(zl)(Czu)? (19) 
D2E(zl)1 = E(a)D21. (20) 
La matrice d’ope’rateurs 
est co-isomktrique et 
(S2(&(,4I))(~2) = (D2 + 22C2(1- wW%)(W41)~ (21) 
Dans le cas oh l’espace M est un espace a noyau reproduisant de noyau (I), nous avons : 
TH~OR~ME 7. - Soit S une fonction de Schur h valeurs dans L(3, G) et telle que le noyau (1) est 
positi$ Avec la notation du th&ort?me prkckdent, 
(~192) = (D2 + z2C2(1- z2Az)-%)f1. (22) 
5. Le cas de dimension finie 
Les espaces de la forme (15) de dimension finie sont d’une importance particuliere. Ce sont 
des analogues en deux variables des espaces de la forme Hz 8 BH2, oti B est un produit de 
Blaschke matriciel de degre fini. Comme dans le cas d’une variable. ils jouent un role en thtorie de 
l’interpolation (voir [3], oti ils apparaissent de man&e implicite). Le fait qu’une fonction analytique 
de deux variables n’a pas de zeros isoles permet de conclure qu’il n’y a pas d’espace M de dimension 
finie avec noyau reproduisant (1) avec S carree matricielle a valeurs dans CPxP de determinant 
identiquement nul mais possedant des zeros. En effet, soient (wl: w2) E D2 et < # 0 E CP tels 
que S(wl,w2)l = 0. La fonction & appartient alors a M ; ces differentes fonctions 
sont lineairement independantes. Nous renvoyons a [lo] pour d’autres resultats sur les analogues des 
espaces Hz 8 BHL, dans le polydisque. 
6. Sous-espaces invariants 
Les methodes de travail, et la section prectdente en particulier permettent aussi d’etudier certains 
sous-espaces invariants du polydisque. 
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THBORBME 8. - Soient pl,... ,pN E D2. 11 n’existe pas de fonction analytique S 6 valeurs duns 
Cpxq et isome’triques sur 8’ telle que : 
{G E H2(D2, Cp) 1 G(pi) = 0, i = 1,. . .N} = SH2(D2, Cq). (23) 
Le complkment orthogonal dans Hz (D2, C) de l’espace dtfini en (23) est un exemple de sous- 
espace de dimension finie invariant pour les opkrateurs RF) et Rf) et satisfaisant, avec Cgalitk, les 
inCgalit& (7) et (8). 
(Voir [lo] et [ 111 pour des rkultats sur les sous-espaces invariants par les opkateurs de multiplication 
par z1 et ~2.) 
7. Conclusion 
L’id&e de ramener l’etude de deux variables B une variable en considtrant des fonctions in valeurs 
vectorielles n’est pas nouvelle (uoir par exemple [12]) ; cependant, notre approche permet d’aborder 
les points suivants, qui nous paraissent nouveaux : 
1. une caractCrisation des espaces consid&& en tant qu’images d’opkateurs positifs; 
2. la thkorie d’espaces de dimension finie, qui gCntralisent les complkments orthogonaux des 
espaces de Beurling-Lax ; 
3. une thCorie de la rkalisation co-isom&rique pour une fonction analytique et contractive dans 
le bi-disque. 
Notre approche permet aussi d’ktudier le cas oti nous quittons l’espace de Hardy du bi-disque et 
autorisons des car16 nkgatifs pour le noyau assock! B 5’2 (comme dans [4], par exemple). On obtient 
alors des espaces de Krein d’un nouveau type. 
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